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TÓM TẮT 

Trong hai thập kỷ qua, các phương trình đạo hàm riêng bậc không nguyên đã thu hút sự quan tâm của 

nhiều nhà nghiên cứu nhờ khả năng ứng dụng rộng rãi trong các lĩnh vực kỹ thuật và khoa học. Trong 

nghiên cứu này, chúng tôi xem xét bài toán ngược cho phương trình khuếch tán bậc không nguyên theo 

thời gian (TFPE) không thuần nhất trong hệ tọa độ cực. Bài toán này được đặt ra nhằm phục hồi lại mật 

độ ban đầu của một chất dựa trên dữ liệu cuối trên một đĩa tròn. Như đã biết, bài toán ngược cho 

phương trình khuếch tán có chứa đạo hàm bậc không nguyên theo thời gian là một bài toán không 

chỉnh. Vì vậy chúng tôi đề xuất sử dụng phương pháp tựa giá trị biên (QBV) để xây dựng nghiệm chỉnh 

hóa cho bài toán. Dựa trên các điều kiện tiên nghiệm, chúng tôi thu được ước lượng sai số dưới dạng 

Hölder giữa nghiệm chính xác và nghiệm chỉnh hóa. Cuối cùng, một ví dụ số được đề xuất để minh họa 

tính khả thi và hiệu quả cho phương pháp của chúng tôi. 

Từ khóa: Phương trình khuếch tán ngược bậc không nguyên theo thời gian, phương pháp tựa giá trị 

biên, tọa độ cực, khai triển Bessel. 

ABSTRACT 

Over the past two decades, partial differential equations associated with fractional derivatives have 

become an interest of many authors because of their multiform applications in practical engineering. 

In this work, we consider a backward problem for an inhomogeneous time-fractional diffusion 

equation in polar coordinates. Such a backward problem is applied when we do not know the initial 

density of substance, so we can obtain it from observation of the density at the final time on a disk. 

As we known, the backward time-fractional diffusion problem is severely ill-posed, so the quasi-

boundary value (QBV) method is proposed to establish the regularized solution of this problem. 

Finally, under some a priori conditions on the exact solution, a Hölder type of the convergence rate 

for the regularized solution is proved. To illustrate the applicability and effectiveness of our method, 

we present a numerical experiment. 

Keywords: Backward time-fractional diffusion equation, quasi-boundary value method, polar 

coordinates, Bessel's expansion. 
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1. Giới thiệu 

Xét   là một đĩa tròn có bán kính a , 

tức là, (0, ) (0,2 )a  =  , chúng tôi nghiên 

cứu bài toán xác định nhiệt độ ( , , )u r t  

thỏa mãn bài toán ngược cho phương trình 

parabolic sau 
 

( )

2 2
2

2 2 2

1 1
( , ), ( , ) , (0, ),
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trong đó, 0,T   q  là hàm nguồn đã cho 

thuộc vào ( )2 ,L   (0,1)   là bậc không 

nguyên của đạo hàm theo thời gian, tD  là 

đạo hàm bậc không nguyên Caputo [8] 

được định nghĩa bởi 

0

1
: ( ) ( , , ) ,

(1 )

t

tD u t s u r s ds
s

  


− 
= −
 −   

và f  là phân bố nhiệt độ tại thời điểm 

cuối. Mục tiêu của bài toán (1.1) là xác 

định nhiệt độ ban đầu trên đĩa tròn 

( , , ),u r t  với [0, )t T  thông qua các dữ 

liệu đo ( ),f q   thuộc vào ( ) ( )2 2L L    

sao cho 

( )
2 2

, , 1.2f f q q  −  −   

trong đó,   là sai số giữa dữ liệu chính xác 

và dữ liệu đo được, và chuẩn 
2‖ ‖  sẽ được 

định nghĩa sau. Lưu ý rằng nếu 1, =  thì 

phương trình đầu tiên trong (1.1) trở thành 

một phương trình parabolic cổ điển trong 

hệ tọa độ cực, đã được nghiên cứu bởi 

Cheng và các cộng sự trong các bài báo  

[2, 3]. 

Gần đây, phương trình khuếch tán có 

đạo hàm bậc không nguyên (FDE) đã nhận 

được sự quan tâm của nhiều nhà nghiên 

cứu do các ứng dụng đa dạng trong sinh 

học, kỹ thuật, vật lý, đàn hồi nhớt, v.v… 

Một điểm mạnh của phương trình FDE, đó 

là, có thể được áp dụng để mô tả các hiện 

tượng khuếch tán bất thường thay vì sử 

dụng phương trình khuếch tán cổ điển chứa 

đạo hàm bậc nguyên. Do đó, phương trình 

khuếch tán bậc không nguyên theo thời 

gian (TFDE) được xây dựng bằng cách 

thay thế đạo hàm bậc nguyên bằng đạo 

hàm bậc không nguyên theo thời gian và có 

thể sử dụng để mô tả các hiện tượng siêu 

khuếch tán và khuếch tán chậm. 

Như đã biết, bài toán thuận cho 

phương trình khuếch tán bậc không nguyên 

nhằm tìm nghiệm thỏa mãn phương trình 

vi phân đầu tiên trong bài toán (1.1) cùng 

với các điều kiện ban đầu và điều kiện 

biên. Bài toán này, còn được gọi là bài toán 

giá trị ban đầu hoặc bài toán biên ban đầu 

cho phương trình khuếch tán bậc không 

nguyên theo thời gian, đã được nghiên cứu 

rộng rãi trong những năm gần đây. Chẳng 

hạn, các nghiên cứu gần đây đã xem xét 

tính duy nhất và sự tồn tại nghiệm [7], xây 

dựng công thức nghiệm giải tích dựa trên 

hàm Mittag-Leffler [8], và đánh giá độ 

chính xác của nghiệm bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn [4, 5], cùng với nhiều 

phương pháp khác. 

Tuy nhiên, trên thực tế, một phần điều 

kiện biên hoặc điều kiện ban đầu có thể 

không được biết trước, và chúng ta cần xác 
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định chúng thông qua một số điều kiện bổ 

sung (còn gọi là dữ liệu đầu ra thu được từ 

quan sát thực nghiệm). Những bài toán như 

vậy được gọi là bài toán ngược. Bài toán 

ngược khuếch tán đóng vai trò then chốt 

trong nhiều ứng dụng kỹ thuật, với mục tiêu 

khôi phục trạng thái ban đầu hoặc trước đó 

của trường vật lý từ dữ liệu đo ở thời điểm 

hiện tại. Cho đến nay, đã có nhiều nghiên 

cứu về bài toán ngược có chứa đạo hàm bậc 

không nguyên được thực hiện bởi nhiều tác 

giả; chúng tôi xin giới thiệu đến bạn đọc 

một số tài liệu tham khảo quan trọng trong 

[1, 6, 10, 13]. Gần đây, Nguyễn Huy Tuấn 

và các cộng sự [11] đã nghiên cứu bài toán 

ngược cho phương trình khuếch tán bậc 

không nguyên theo thời gian với nguồn 

không thuần nhất sau đây 
 

( )

( , ) ( , ) ( , ), ( , ) (0, ),  

( , ) 0, ( , ) (0, ), 1.3

( , ) ( ), ,

tD u x t u x t G x t x t T

u x t x t T

u x T g x x

  = +  


=  
 = 

L

 

 

trong đó, d   là một miền bị chặn với 

biên   đủ trơn. Hơn nữa, bằng phương 

pháp chỉnh hóa Tikhonov, các tác giả đã 

xây dựng một nghiệm chỉnh hóa cho bài 

toán (1.3) và nghiên cứu tính ổn định của 

nghiệm này. Gần đây, Xiong X. và Ma X. 

[12] đã xem xét bài toán ngược thời gian 

(BPP) trong hệ tọa độ cực cho phương 

trình khuếch tán bậc không nguyên có tính 

đối xứng trục 
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trong đó, g  là phân bố nhiệt độ tại thời 

điểm cuối. Các tác giả đã xây dựng công 

thức nghiệm chỉnh hóa, dựa trên ý tưởng 

của phương pháp phổ và phương pháp 

chỉnh hóa Tikhonov. Tuy nhiên, trong [12], 

ước lượng sai số giữa nghiệm chính xác và 

nghiệm chỉnh hóa chưa được trình bày. 

Bài toán (1.1) cho thấy rằng nghiên 

cứu này có thể được xem như một sự tiếp 

nối của chuỗi các công trình đã đề cập 

trước đó về bài toán ngược có chứa đạo 

hàm bậc không nguyên. Trong các ứng 

dụng thực tiễn, mô hình vật lý của bài toán 

ngược cho phương trình khuếch tán bậc 

không nguyên theo thời gian (TFPE) không 

chỉ được xét trong hệ tọa độ Descartes mà 

còn được xem xét trong hệ tọa độ cực, hệ 

tọa độ trụ và hệ tọa độ cầu. Theo hiểu biết 

của chúng tôi, bài báo này thậm chí là công 

trình đầu tiên xem xét bài toán ngược 

không thuần nhất đối với phương trình 

TFPE trong hệ tọa độ cực. Đặc biệt, bài 

toán được nghiên cứu trong trường hợp 

không đối xứng, tức là dữ liệu cho trước 

f  và hàm nguồn q  không có tính đối 

xứng tâm hay đối xứng trục. Ngay cả khi 

nguồn nhiệt q  bị nhiễu, phương pháp vẫn 

có thể áp dụng hiệu quả. Do đó, những 
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phân tích nêu trên là điểm mạnh nổi bật 

của nghiên cứu này so với bài báo [12]. 

Nhìn chung, nghiệm của bài toán (1.1) 

không phải lúc nào cũng tồn tại. Ngay cả 

khi tồn tại, nghiệm cũng không phụ thuộc 

liên tục vào dữ liệu tại thời điểm cuối; 

nghĩa là, chỉ một sai số rất nhỏ trong dữ 

liệu cũng có thể gây ra sai lệch lớn đối với 

nghiệm tương ứng (nếu tồn tại). Do đó, 

việc xây dựng một nghiệm xấp xỉ ổn định 

cho bài toán — gọi là nghiệm chỉnh hóa — 

là cần thiết. Để khắc phục tính không ổn 

định này, chúng tôi đề xuất phương pháp 

tựa giá trị biên (QBV) nhằm xây dựng 

nghiệm chỉnh hóa cho bài toán (1.1). Hơn 

nữa, chúng tôi còn thu được tốc độ hội tụ 

kiểu Hölder của nghiệm chỉnh hóa. 

Sau phần giới thiệu, nội dung tiếp theo 

của bài báo được trình bày như sau: Một số 

kiến thức chuẩn bị liên quan đến việc tìm 

nghiệm chính xác của bài toán (1.1) được 

trình bày trong Chương 2 và Chương 3. 

Bằng cách sử dụng phương pháp tựa giá trị 

biên (QBV), chúng tôi xây dựng nghiệm 

chỉnh hóa và đưa ra ước lượng sai số dưới 

giả thiết tiên nghiệm trong Chương 4. Cuối 

cùng, một ví dụ số được trình bày trong 

Chương 5 nhằm minh họa tính hiệu quả của 

phương pháp đề xuất. Tổng kết các kết quả 

chính của bài báo được nêu trong Chương 6. 

2. Kiến thức chuẩn bị 

Trong chương này, chúng tôi trình bày 

một số định nghĩa và bổ đề hữu ích, giữ vai 

trò then chốt trong việc phân tích và chứng 

minh các kết quả chính ở các phần tiếp theo. 

Định nghĩa 2.1 ([9])  Cho 0,p   khi 

đó, ta có hàm Bessel loại 1 cấp p  như sau 
2

0

( 1)
( ) ,

! ( 1) 2

k pk

p

k

x
J x

k k p

+

=

−  
=  

 + +  
 với ,x  

trong đó,   là hàm Gamma, nghĩa là 

( ) 1

0

,t zz e t dt



− − =   với z . 

Khi ,p m=  với m  là một số nguyên 

không âm. Khi đó, ta có hàm Bessel loại 1 

cấp m  như sau  

0

2
( 1)

( )
!( )! 2

k mk

k

m

x
J x

k k m

+

=

−  
=  

+  
 , với x . 

Bổ đề 2.1 ([9])  Giả sử rằng ( , )f r   

được xác định trên miền (0, ) (0,2 ).a  =   

Khi đó, hàm ( , )f r   có thể được khai triển 

dưới dạng chuỗi Bessel như sau 

( )( )
0 1

( , ) [ ]cos [ ]sin ,m mn mn mn

m n

f r J r a f m b f m   
 

= =

= +  

trong đó, các hệ số khai triển được xác định bởi 

( )
( ) ( )

2

2 2 0 0
1

2
[ ] ( , )cos( ) , 2.1  

a

mn m mn

m mn

a f f r m J r rd dr
a J



   
 +

=    

( )
( ) ( )

2

2 2 0 0
1

2
[ ] ( , )sin( ) , 2.2  

a

mn m mn

m mn

b f f r m J r rd dr
a J



   
 +

=    

với ,mn
mn mn

a


 =  là nghiệm dương thứ n  của hàm Bessel mJ . 
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Định nghĩa 2.2 ([9]) Cho miền ( ) ( )0, 0,2 ,a =   ta định nghĩa không gian 
2 ( )L   

như sau 

𝐿2( ) ≔ { f :  → ,  𝑓 là hàm đo Lebesgue }. 

Nếu một hàm ( , )f r   có thể được khai triển thành chuỗi Bessel dưới dạng 

( )( )
0 1

( , ) [ ]cos [ ]sin ,m mn mn mn

m n

f r J r a f m b f m   
 

= =

= +  

thì không gian 
2 ( )L   này là một không gian Hilbert, với chuẩn được xác định bởi 

( )2 2 2

2

0 1

[ ] [ ] .mn mn

m n

f a f b f
 

= =

= +‖ ‖  

Định nghĩa 2.3 ([8]) Hàm Mittag-Leffler được định nghĩa bởi 

,

0

( ) , ,
( )

k

k

z
E z z

k
 

 



=

= 
 +

  

trong đó, 0,    là các hằng số tùy ý, và   là hàm gamma. 

Bổ đề 2.2  Giả sử rằng 0 10 1    . Khi đó tồn tại các hằng số 0 1, 0C C   chỉ phụ 

thuộc vào 0 1,   sao cho  

( ) ( )
0 1

,1( ) ,   0. 
1 (1 ) 1 (1 )

C C
E s s

s s


 
   

−  − −  −
 

Bổ đề 2.2  Giả sử rằng 0 10 1    . Khi đó tồn tại các hằng số 0 1, 0C C   chỉ phụ 

thuộc vào 0 1,   sao cho  

( ) ( )
0 1

,1( ) ,   0. 
1 (1 ) 1 (1 )

C C
E s s

s s


 
   

−  − −  −
 

Bổ đề 2.3 Cho 0, 0   , ta có 

i. ( ) ( )1

,1 , , 0.
d

E t t E t t
dt

  

    −− = − −   

ii. ( ) ( ),1 ,1 , 0,tD E t E t t  

   − = − −   trong đó, tD
 là đạo hàm Caputo cấp  . 

Bổ đề 2.4 Nếu ( )tD f t
 là đạo hàm Caputo cấp   của ( )f t  với 1n n−   , n , 

và ( )f t  có đạo hàm liên tục đến bậc n  trên  )0; , thì ta có  

( )( )
1

1 ( )

0

( ) ( ) ( ) (0).
n

k k

t

k

D f t s s f t s s f  
−

− −

=

  = −  L L  
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Bổ đề 2.5 Với 0, 0    và (0,1)  , tồn tại các hằng số 0 1, 0C C   sao cho 

( )
( ) ( )

,1 1

,1
0 ( (1 ))

t T

T
T tt

TT

E t C

E T
C












 


−

−

−


+ −
 −

, với 0 .t T   

Chứng minh: 

Áp dụng Bổ đề 2.2 và bất đẳng thức Young cho hai số dương ,
T t

T
−

 ( )( ),1 ,

t

TE T

 −   

với các hệ số ,
T

T t−
 ,
T

t
 ta có 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

,1 ,1

,1

0 .
1 1

tT t

TT

t

TT t

T

T t t
E T E T

T T

E T

C

T

 

 







   

 


 

−

−

−
+ −  + −

 −

 
 
 +  −
 

 

Từ đó, suy ra 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

,1

,1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1 1

1 1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

.

1

t T

T
t

T

t

Tt T

T
T tt

TT

t T

T
T tt

TT

t T

T
T tt

TT

t T

T
T tt

TT

C

E t t

E T
C

T

TC

t
C

t
T

C T

t
C

t
T

C T

t
C

C

C

 
























  


 

 























−

−

−

−

−

−

−

−

−

− +  −


+ −
 
 
 +  −
 

+


+
 −

+


+

 −

+


+

 −

=

 −
 

Ta hoàn thành chứng minh Bổ đề 2.5.  
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3. Bài toán ngược cho phương trình khuếch tán bậc không nguyên theo thời gian 

trong hệ tọa độ cực 

Trước tiên, bổ đề sau đây sẽ giúp tìm nghiệm của bài toán (1.1). 

Bổ đề 3.1 Nếu nghiệm của bài toán (1.1) tồn tại, thì nó được cho bởi 

( ) ( )
0 1

( , , ) ( , ), 3.1m mn mn

m n

u r t J r u t  
 

= =

=  

trong đó 

( )( , ) [ , ]( )cos [ , ]( )sin , 3.2mn mn mnu t A f q t m B f q t m  = +  

với 

( )
( )

( )

( ) ( )

2 2

,1 1 2 2

,2 2

0,1

1 2 2

,

0

[ , ]( ) [ ] ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ] , 3.3

T
mn

mn mn mn mn

mn

t

mn mn

E c t
A f q t a f T s E c T s a q ds

E c T

t s E c t s a q ds



  

 



 

 








−

−

−  
= − − − − 

−  

+ − − −





 

( )
( )

( )

( ) ( )

2 2

,1 1 2 2

,2 2

0,1

1 2 2

,

0

[ , ]( ) [ ] ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ] , 3.4

T
mn

mn mn mn mn

mn

t

mn mn

E c t
B f q t b f T s E c T s b q ds

E c T

t s E c t s b q ds



  

 



 

 








−

−

−  
= − − − − 

−  

+ − − −




 

ở đây, các hệ số [ ], [ ]mn mna f a q  và [ ], [ ]mn mnb f b q  được tính theo (2.1) và (2.2). 

Chứng minh: Xét bài toán giá trị riêng 

( )

( )

2 ( , ) ( , ) ,0 ,0 2 , 3.5

( , ) 0 ,0 2 , 3.6

r k r r a

a

     

   

 = −    

=  
 

trong đó, k  là một hằng số không âm và 
2  là toán tử Laplace trong hệ tọa độ cực. Hàm 

  bị chặn và tuần hoàn chu kỳ 2 theo biến  . 

Theo [9], bằng cách sử dụng phương pháp tách biến, ta có các hàm riêng của bài toán 

giá trị riêng (3.5) - (3.6) như sau 

( )( )( , ) cos sin , 0,1, , 1,2,mn m mn mn mnr J r A m B m m n    = + =  =  

trong đó, ,mn
mn mn mnk k

a


 = = =  là nghiệm dương thứ n  của mJ . 

Giả sử nghiệm chính xác của bài toán (1.1) có dạng khai triển theo các hàm riêng của 

bài toán (3.5) - (3.6) như sau 
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 ( )( ) ( )
0 1

( , , ) ( )cos ( )sin , 3.7m mn mn mn

m n

u r t J r A t m B t m   
 

= =

= +  

trong đó, các hệ số [ ], [ ]mn mna f a q  và [ ], [ ]mn mnb f b q  là các hàm theo t . Dựa theo khai triển 

Bessel (Bổ đề 2.1), các hàm f  và q  có thể được biểu diễn như sau 

( )( )
0 1

( , , ) ( , ) [ ]cos [ ]sin ,m mn mn mn

m n

u r T f r J r a f m b f m    
 

= =

= = +  

và 

( )( ) ( )
0 1

( , ) [ ]cos [ ]sin , 3.8m mn mn mn

m n

q r J r a q m b q m   
 

= =

= +  

trong đó, [ ], [ ]mn mna f a q  và [ ], [ ]mn mnb f b q  được xác định bởi (2.1) và (2.2). 

Thay biểu thức của u  từ (3.7) vào phương trình nhiệt (1.1), ta thu được 

( )2 2

2 2

( ) ( ) [ ], ( ) [ ], 3.9

( ) ( ) [ ], ( ) [ ].

t mn mn mn mn mn mn

t mn mn mn mn mn mn

D A t c A t a q A T a f

D B t c B t b q B T b f









= − + =

= − + =
 

Sử dụng phép biến đổi Laplace cho phương trình ( )3.9  ta có 

( )  ( ) ( )   ( )( )1 2 2( ) 0 ( ) ,mn mn mn mn mns A t s s A c A t s a q s  −− = − +L L L
 

suy ra 

( )  ( )  ( )( )
1

2 2 2 2
( ) 0 .

1
mn mn mn

mn mn

s
A t s A a q s

s c s c



  

−

+
+

=
+

L L  

Biến đổi Laplace ngược, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )   ( )
12 2 2 2

,1 ,

0

0 , 3.10

t

mn mn mn mn mnA t E c A t s E c a q dst t s


 



 
−

= − + − −−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )   ( )
12 2 2 2

,1 ,

0

3.100 .

T

mn mn mn mn mnA T E c T A T s E c T s a q ds
 

   
−

= − + − − −
 

Suy ra 

1 2 2

,

0

2 2

,1

( ) ( ) ( ) [ ]

(0) .

( )

( )

T

mn mn mn

mn

mn

A T T s E c T s a q ds

A
E c T

 

 









−− − − −

=
−


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Do đó, nghiệm ( )mnA t  có dạng 

( )
( )
( )

  ( ) ( )( )  

( ) ( )( )  

2 2

1,1 2 2

,2 2

0,1

1 2 2

,

0

.

T
mn

mn mn mn mn

mn

t

mn mn

E c t
A t a f T s E c T s a q ds

E c T

t s E c t s a q ds


 

 



 

 








−

−

−  
= − − − − 

−  

+ − − −





 

Tương tự, ta tìm được nghiệm cho ( )mnB t  

( )
( )
( )

  ( ) ( )( )  

( ) ( )( )  

2 2

1,1 2 2

,2 2

0,1

1 2 2

,

0

.

T
mn

mn mn mn mn

mn

t

mn mn

E c t
B t b f T s E c T s b q ds

E c T

t s E c t s b q ds



 

 



 

 








−

−

−  
= − − − − 

−  

+ − − −





 

Do đó, nghiệm chính xác của bài toán 

(1.1) có dạng như (3.1), với các hệ số 

( ),mnA t  ( )mnB t  như trong (3.3) và (3.4).  

Bổ đề được chứng minh. 

Bổ đề 3.2 Cho 
2( ), (0, )q L t T   . Khi 

đó, tồn tại một hằng số dương M sao cho
 

( ) ( )
2

1 2 2 2 2 2

, 2
0

0 1

( ) ( ) [ ] [ ] .
t

mn mn mn

m n

t s E c t s ds a q b q M q 

  
 

−

= =

− − − +   ‖ ‖

 
 

Phần chứng minh của bổ đề này có thể 

tham khảo trong chứng minh của Bổ đề 3.1 

trình bày trong bài báo [11]. 

Tiếp theo, bổ đề cuối cùng trong phần 

này sẽ chỉ ra tính ổn định có điều kiện của 

bài toán (1.1). 

Bổ đề 3.3 Giả sử 
2, ( )f q L  , và  

nghiệm ( , , )u t   của bài toán thỏa mãn 

2( , ,0) ( ),u L     tức là tồn tại hằng số

0K   sao cho 

( )2( , ,0) . 3.11u K  ‖ ‖  

Khi đó, với mọi (0, )t T  ta có bất 

đẳng thức sau 

 

1
2 2( , , ) 2 .

(1 )

KC
u t M q



 
   + 

 − 
‖ ‖ ‖ ‖  

Chứng minh: Xét hàm ( )mnQ t , với (0, )t T , được định nghĩa như sau 

( )1 2 2

,
0

( ) ( ) ( ) .
t

mn mnQ t t s E c t s ds 

  −= − − −  

Từ công thức khai triển nghiệm (3.1), ta có 

( )2 2 2

2

0 1

( , , ) [ , ]( ) [ , ]( ) , mn mn

m n

u t A f q t B f q t
 

= =

  = +‖ ‖  
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với các hệ số ,mn mnA B  được biểu diễn dưới dạng 

( )
( )

( )( ) ( )
2 2

,1

2 2

,1

[ , ]( ) [ ] [ ] [ ],
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
A f q t a f Q T a q Q t a q

E c T













−
= − +

−
 

( )
( )

( )( ) ( )
2 2

,1

2 2

,1

[ , ]( ) [ ] [ ] [ ].
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
B f q t b f Q T b q Q t b q

E c T













−
= − +

−
 

Thay vào biểu thức của 2

2( , , ) ,u t ‖ ‖  ta được 

( )
( )

( )  

( )
( )

( )  

2
2 2

,12

2 2 2
0 1 ,1

2
2 2

,1

2 2
0 1 ,1

( , , ) [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) [ ] ( )

mn

mn mn mn mn mn

m n mn

mn

mn mn mn mn mn

m n mn

E c t
u t a f Q T a q Q t a q

E c T

E c t
f Q T b Qb q t b q

E c T

























 

= =

 

= =

 −
   = − +

−  

 −
 + − +

−  





‖ ‖

( )( )
( )

( )

( )

( )
( )

2

2
2 2

,1 2 2
0 1 ,1

2

2 2 2

2 2
0 1,1

[ ] ( ) [ ]
2

[ ] ( ) [ ]
2 ( ) [ ] [ ] .

mn mn mn

mn

m n mn

mn mn mn

mn mn mn

m nmn

a f Q T a q
E c t

E c T

b f Q T b q
Q t a q b q

E c T



 












 

= =

 

= =

 −
  − 
 − 

 − 
 + + +
 −   





 

  

Áp dụng giả thiết 
2( , ,0)u K  ‖ ‖ và 

các đánh giá trong Bổ đề 2.2 và Bổ đề 3.2, 

ta có 
2

2 2 21
2 2 ,( , , ) 2 2

(1 )

C
u t K M q



 
   + 

 − 
‖ ‖ ‖ ‖  

dẫn đến 

2
1

2( , , ) 2 .
(1 )

KC
u t M q



 
   + 

 − 
‖ ‖ ‖ ‖  

Do đó, Bổ đề được chứng minh. 

4. Phương pháp tựa giá trị biên sử 

dụng quy tắc chọn tham số theo giả thiết 

tiên nghiệm 

Trong chương này, chúng tôi trình bày 

phương pháp tựa giá trị biên (QBV) để 

xây dựng nghiệm chỉnh hóa cho bài toán 

(1.1), thông qua bài toán sau 

 

( )

2 2
2

2 2 2

1 1
( , ), ( , ) , (0, ),

( , , ) 0, (0,2 ), (0, ), 4.1

( , , ) ( ) ( , ,0) ( , ), ( , ) ,

(0, , ) , (0,2 , ) (0,  ),

t

u u u
D u c q r r t T

r r r r

u a t t T

u r T u r f r r

u t t T

  
  



  



 


  

     

  

   
= + + +   

   

=  
















+ = 

  
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trong đó, ( )   là một tham số chính quy 

hóa, được chọn sao cho ( ) 0  →  khi 

0. →  Để thuận tiện trong trình bày, ta ký 

hiệu ( )  = . 

Áp dụng phương pháp tách biến, 

nghiệm ( , , )u r t  có dạng 

 

( ) ( )
0 1

( , , ) ( , ), 4.2m mn mn

m n

u r t J r u t   
 

= =

=
 

trong đó 

( )( , ) , ( )cos , ( )sin , 4.3mn mn mnu t A f q t m B f q t m           = +     

các hệ số ,mn mnA B  được xác định theo công thức 

( ) ( )2 2

,1, ( ) ( ) , 4.4mn mn mn mn mnA f q t Q t a q C E c t    

    = + −     

( ) ( )2 2

,1, ( ) ( ) . 4.5mn mn mn mn mnB f q t Q t b q D E c t    

    = + −     

Từ phương trình biên thứ ba của bài toán (4.1), ta xác định các hệ số ,mn mnC D  trong 

(4.4) và (4.5) như sau 

( )
( )2 2

,1

1
( ) ,mn mn mn mn

mn

C a f Q T a q
E c T

 



 
   = −   

+ −
 

( )
( )2 2

,1

1
( ) . mn mn mn mn

mn

D b f Q T b q
E c T

 



 
   = −   

+ −
 

Thay vào biểu thức của ,mn mnA B  , ta thu được 

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

, ( ) ( ) ( ) ,
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
A f q t a f Q T a q Q t a q

E c T



     







 

−
       = − +       

+ −
 

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

, ( ) ( ) ( ) .
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
B f q t b f Q T b q Q t b q

E c T



     







 

−
       = − +       

+ −
 

 

Trong định lý sau, chúng tôi sẽ đưa ra 

một ước lượng sai số cho 
2

( , , ) ( , , ) ,u t u t   −    

đồng thời chỉ ra tốc độ hội tụ của nghiệm 

chỉnh hóa ứng với cách chọn tham số theo 

một quy tắc tiên nghiệm thích hợp. 

Định lý 4.1 Giả sử dữ liệu chính xác 

( , )f q và dữ liệu đo nhiễu ( ),f q 
 thỏa 

mãn điều kiện (1.2). Giả sử thêm rằng 

( , , ), ( , , ),u r t u r t   được xác định bởi 

(3.1) và (4.2), lần lượt là nghiệm chính xác 

và nghiệm chỉnh hóa của bài toán (1.1). 

Nếu điều kiện tiên nghiệm (3.11) được 
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thỏa mãn và 1 ,2 mM  −=  với (0,1)m , thì ta có bất đẳng thức 

( )
( )

(1 )
1 1

2

0

( , , ) ( , , ) (1 2 2 ) , 4.6
(1 )

( (1 )

 

)

t
m

m T
T tt

TT

C C
u t u t M K

C

  




−

−
  −    + +

 −
 −

 

với mọi (0, )t T . 

Chứng minh: Gọi ( , , ), ( , , )v r t r t    là các nghiệm chỉnh hóa tương ứng với 

( ),f q
 và ( , ),f q  lần lượt được biểu diễn dưới dạng 

( ) ( )
0 1

( , , ) ( , ), 4.7m mn mn

m n

v r t J r v t   
 

= =

=  

( ) ( )
0 1

( , , ) ( , ), 4.8m mn mn

m n

r t J r t     
 

= =

=  

trong đó 

( , ) , ( )cos , ( )sin ,mn mn mnv t A f q t m B f q t m         = +     

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

, ( ) ( ) [ ] ( ) [ ],
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
A f q t a f Q T a q Q t a q

E c T



  







 

−
   = − +   

+ −
 

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

, ( ) ( ) [ ] ( ) [ ],
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
B f q t b f Q T b q Q t b q

E c T



  







 

−
   = − +   

+ −
 

( , ) [ , ]( )cos [ , ]( )sin ,mn mn mnt A f q t m B f q t m     = +  

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

[ , ]( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ],
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
A f q t a f Q T a q Q t a q

E c T











 

−
= − +

+ −
 

( )
( )

( )
2 2

,1

2 2

,1

[ , ]( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ].
mn

mn mn mn mn mn mn

mn

E c t
B f q t b f Q T b q Q t b q

E c T











 

−
= − +

+ −
 

Ta nhận thấy rằng sai số 
2

( , , ) ( , , )u t u t   −    có thể được phân tách thành ba phần như sau 

2 2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) .( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u t u t u t v t v t t t u t        −      −   +   −   +   −    

Từ đó, việc chứng minh định lý này sẽ được chia thành ba bước. 

Bước 1: Trước tiên, ta ước lượng 
2

( , , ) ( , , )u t v t   −   . 

Từ (4.2), (4.7) và Bổ đề 2.2, ta suy ra 
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   
2 2

, ( ) , ( ) , ( ) , ( )mn mn mn mnA f q t A f q t B f q t B f q t                − + −         

( )
( )

( )
( )

2
2 2

,1

2 2

,1

2
2

,1

2

,1

( ) ( )

( ) ( )

mn

mn mn mn mn

mn

mn

mn mn mn mn

mn

E c t
Q T a q q Q t a q q

E c T

E c t
Q T b q q Q t b q q

E c T



  







  







 



 

 − 
   = − + −    

+ −  

 − 
   + − + −    

+ −  

 

( )
( )

 

 

2
2 2

,1 2 2 2

2 2

,1

22 2

2 ( )

2 ( )

mn

mn

m

mn mn

mn

nmn mn

E c t
Q T a q q b q q

E c T

Q t a q q b q q



  





 



 

 −
      − + −    + −
 

   + − + −   

 

 

 

2

2 2 21

2 2 2

2 ( )
. (1 )

2 ,( )

mn mn mn

mn mn mn

C
Q T a q q b q q

Q t a q q b q q

 

 

 

 
    − + −      − 

   + − + −   

 

trong đó, các hệ số mna q q −   và mnb q q −  được xây dựng theo công thức (2.1) và 

(2.2) tương ứng. 

Áp dụng Bổ đề 3.2, ta có 

2

2
( , , ) ( , , )u t v t   −    

 

 

1

2 2

2

21

0

2 2 2

0 1

2 ( )
. (1 )

2 ( )

mnmn

m n

mn mn mn

m

m

n

n

C
Q T a q q b q q

Q t a q q b q q

 

 

 

 

= =

 

= =

 
    − + −      − 

   + − + −   





 

2
2 2

1

2 2
2 2

. (1 )

C
M q q M q q 

 

 
 − + − 

 − 
 

( )
22

212 2 . 4.9
(1 )

C
M M




 

  
 +  

 −   
 

Vậy ta đã ước lượng được 
2

( , , ) ( , , )u t v t   −   . 

Bước 2: Ta ước lượng 
2

( , , ) ( , , ) .v t t   −    



PHAN THỊ MINH NGA, LƯU HỒNG PHONG TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC SÀI GÒN 

59 

Từ (4.7) và (4.8), ta suy ra 

   
2 2

, ( ) [ , ]( ) , ( ) [ , ]( )mn mn mn mnA f q t A f q t B f q t B f q t        − + −     

( )
( )

 
2

2

,1 2 2

2

,1

mn

mn mn

mn

E c t
a f f b f f

E c T



  







 

 −
    = − + −   

+ −  

 

 
2

2 21 ,
. (1 )

mn mn

C
a f f b f f 

 

 
    − + −      − 

 

trong đó, 
2 2,mn mna f f b f f    − −    được xác định theo (2.1) và (2.2) tương ứng. 

Do đó, ta suy ra rằng 

 

( )

2

2

2

2 21

0 1

2
2

1

2

22

1

( , , ) ( , , )

. (1 )

. (1 )

4.10
( )

.
1

mn mn

m n

v t t

C
a f f b f f

C
f f

C

 

 





 

 



 

 

= =

  −  

 
    − + −      − 

 
 − 

 − 

  
   

 −   



 

Vậy ta đã ước lượng được 
2

( , , ) ( , , )v t t   −   . 

Bước 3: Ta ước lượng 
2

( , , ) ( , , )t u t   −   . 

Từ (3.1), (4.8) và Bổ đề 2.5, ta được 

   
2 2

[ , ]( ) [ , ]( ) [ , ]( ) [ , ]( )mn mn mn mnA f q t A f q t B f q t B f q t − + −  

( )
( )

( )
( )

 ( )

( )
( )

( )
( )

 ( )

2
2 2 2 2

2,1 ,1

2 2 2 2

,1 ,1

2
2 2 2 2

2,1 ,1

2 2 2 2

,1 ,1

( ) [ ]

( ) [ ]

mn mn

mn mn mn

mn mn

mn mn

mn mn mn

mn mn

E c t E c t
a f Q T a q

E c T E c T

E c t E c t
b f Q T b q

E c T E c T

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 − −
 = − −

− + −  

 − −
 + − −

− + −  
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( )
( )

 

( )

( )
( )

 

( )

2 2
2 2

,12

2 2 2 2

,1 ,1

2 2
2 2

,12

2 2 2 2

,1 ,1

( ) [ ]

( ) [ ]

mn mn mn mn

mn mn

mn mn mn mn

mn mn

E c t a f Q T a q

E c T E c T

E c t b f Q T b q

E c T E c T





 

 





 

 




  




  

   − −
  =
 + − −    

   − −
  +
 + − −    

 

( )

 

( )
 

( )

2
2 2

2

1

2 2 2 2

,1 ,1
0

( ) [ ] ( ) [ ]
.

( (1 ))

t
mn mn mn mn mn mnT

T tt
mn mnTT

a f Q T a q b f Q T b qC

E c T E c T
C

 

 


 


−

      − −        +      − −       −   

 

Điều này dẫn đến 

2

2
( , , ) ( , , )t u t   −    

( )

 

( )
 

( )

2

2

1

0

2 2

2 2 2 2
0 1 ,1 ,1

( (1 ))

( ) [ ] ( ) [ ]

t

T
T tt

TT

mn mn mn mn mn mn

m n mn mn

C

C

a f Q T a q b f Q T b q

E c T E c T 

 





 

−

 

= =

 
 

  
  − 

    − − 
    + 
   − −     



 

( )

2

2

21
2

0

( , ,0)

( (1 ))

t

T
T tt

TT

C
u

C




−

 
 

=   
  − 

‖ ‖  

( )
( )

2

2

21

0

. 4.11

( (1 ))

t

T
T tt

TT

C
K

C




−

 
 

  
  − 

 

Kết hợp các đánh giá (4.9), (4.10) và (4.11), ta có 

2
( , , ) ( , , )u t u t   −    

( )

1 1 1

0

2 2 .
(1 ) (1 )

( (1 ))

t

T
T tt

TT

C C C
M M K

C

 
 

   


−
 + + +

 −  −
 −

 

Nếu chọn 12 mM  −= , với (0;1)m , ta được 

2
( , , ) ( , , )u t u t   −    
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( )

(1 )
1 1

0

(1 2 2 ) .
(1 )

( (1 ))

t
m

m T
T tt

TT

C C
M K

C

 




−

−
 + +

 −
 −

 

Kết thúc chứng minh Định lý 4.1. 
 

Nhận xét 4.2 Ước lượng (4.6) cho 

thấy rằng phương pháp tựa giá trị biên 

(QBV) có thể hữu ích trong việc xây dựng 

nghiệm xấp xỉ ổn định cho bài toán (1.1). 

Tuy nhiên, từ (4.6), ta thấy rằng khi 0t → , 

độ chính xác của nghiệm xấp xỉ bị suy 

giảm. Tại thời điểm 0,t =  ước lượng chỉ 

cho thấy rằng sai số bị chặn bởi  

( )

1

0 ( (1 ))
T tt

TT

C
K

C 
−

 −

, điều này có nghĩa là 

sự hội tụ của nghiệm chỉnh hóa tại thời 

điểm 0t =  vẫn chưa được chứng minh về 

mặt lý thuyết. Để khắc phục hạn chế này, 

ta cần một điều kiện tiên nghiệm mạnh hơn 

điều kiện (3.11), như sau 

 
1

2

10

2

0,1

,  
1

(1 )

mC

T K

 




−

 
 
 

=   
 +  −   
  

với (0,1),m  

trong đó, 
0,1

0,1 0,1,
a


 =  là nghiệm dương nhỏ nhất của 0J , thì ta có 

( )

1

2
2

12

0,1min{ ;1 }

2
0

1

( , , ) ( , , ) ( 2 2) 2 , 4.13
(1 )

m m

T KC

u t u t M M
C









−

 
   

+    
     −    + +   −
  
 
  
 

  

với mọi [0, ]t T . 

Chứng minh: 

Từ chứng minh của Định lý 4.1, ta có 

( )1 1

2 2

2
( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) 4.14.

(1 ) (1 )

M C C
u t u t M t u t  

 
   

  −    + + +   −  
 −  −

  

Vì vậy, trong định lý này, ta chỉ cần ước lượng hạng tử thứ ba 
2

( , , ) ( , , )t u t   −    

trong công thức (4.14). 

Từ (3.1), (4.8) và Bổ đề 2.2, ta thu được 

   
2 2

[ , ]( ) [ , ]( ) [ , ]( ) [ , ]( )mn mn mn mnA f q t A f q t B f q t B f q t − + −  
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( )
( )

 

( )

( )
( )

 

( )

2 2
2 2

,12

2 2 2 2

,1 ,1

2 2
2 2

,12

2 2 2 2

,1 ,1

( ) [ ]

( ) [ ]

mn mn mn mn

mn mn

mn mn mn mn

mn mn

E c t a f Q T a q

E c T E c T

E c t b f Q T b q

E c T E c T





 

 





 

 




  




  

   − −
  =
 + − −    

   − −
  +
 + − −    

 

( )

 

( )
 

( )

2
2

2 1

2 2 2

,1

2 2

4

2 2 2 2

,1 ,1

1

(1 )

( ) [ ] ( ) [ ]

mn mn

mn mn mn mn mn mn

mn

mn mn

C

E c T

a f Q T a q b f Q T b q

E c T E c T





 

 


  


 

  
   

 − −    

    − − 
    + 
   − −     

 

( )

 

( )
 

( )

2

2 2
2

2 41

2 2 2 2

2 0 ,1 ,1

2 2

( ) [ ] ( ) [ ]1

(1 )

1 (1 )

mn mn mn mn mn mn

mn

mn mn

mn

mn

a f Q T a q b f Q T b qC

C E c T E c T

c T

 

 



 
  


 

− −
  +

 − − −

+  −

 
        
       
        
 
 

 

 

( )
 

( )

2 222

2 41

2 2 2 2 2
0 0,1 ,1 ,1

( ) [ ] ( ) [ ]1
,

mn mn mn mn mn mn

mn

mn mn

a f Q T a q b f Q T b qC
T

C E c T E c T



 

 

 
  

      − −   
    +  +          − −         

 

trong đó, 
0,1

0,1 0,1,
a


 =  là nghiệm dương nhỏ nhất của 0 .J  

Từ đó, ta suy ra 

22
2

2 21

22
0 0,1

1
( , , ) ( , , ) .

C
t u t T K

C

  


  
  −    +    

   
 

Suy ra 

( )1 1 1

22
0 0,1

1
( , , ) ( , , ) 2 2 . 4.15

(1 ) (1 )

C C C
u t u t M M T K

C

  
 

    

 
  −    + + + +   −  −  

 

Bằng cách chọn 

1

2

10

2

0,1

1
(1 )

mC

T K

 




−

 
 
 

=   
 +  −   
  

, với (0,1)m , 
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thì ước lượng  (4.15) trở thành 

1 1

2 2
2 2

1 12 2

0,1 0,1 1

2
0 0

1 1

( , , ) ( , , ) ( 2 1) 2
(1 ) (1 )

m m

T KC T KC

u t u t M M
C C

 


 

  
 

−

      
+ +         

        −    + + +    −  −
   
   
   

 

1

2
2

12

0,1min{ ;1 }

0

1

( 2 2) 2 .
(1 )

m m

T KC

M M
C








−

 
   

+    
    + +   −
  
 
  
 

 

 

Điều này hoàn tất chứng minh của 

Định lý 4.3. 

Nhận xét 4.4 Công thức (4.13) cho 

thấy rằng sai số giữa nghiệm chính xác và 

nghiệm chỉnh hóa tại thời điểm 0t =  đã 

được chứng minh về mặt lý thuyết. Do đó, 

chúng ta đã khắc phục khó khăn được nêu 

ra trong Nhận xét 4.2. 

Nhận xét 4.5 Trong thực tế, điều kiện 

tiên nghiệm (4.12) thường không được biết 

trước. Trong trường hợp này, với Định lý 

4.3, ta chọn 
1 ,m  −=  với (0,1),m  khi đó 

ta thu được ước lượng 

11 1 1

22
0 0,1

min{ ;1 } 1 1

2

0 0,1

1
( , , ) ( , , ) 2 2

(1 ) (1 )

1
( 2 1) 2 .

(1 )

m m m

m m

C C C
u t u t M M T K

C

C C
M M T K

C

 



   
  


 

−

−

 
  −    + + + +   −  −  

  
 + + + +     −   

 

5. Ví dụ số 

Trong mục này, chúng tôi xét bài toán cụ thể sau 

( )

( )

( )

( )

2 2
2

2 2 2

1 1
( , ), 0 1,0 2 ,0 1, 5.1

(1, , ) 0, 0 2 ,0 1, 5.2

( , ,1) ( , ), 0 2 ,0 1, 5.3

(0, , ) , 0 2 ,0 1, 5.4

t t

u u u
D u c q r r t

r r r r

u t t

u r f r r

u t t

   


  

   

  

   
= + + +       

   

=    

=    

     

 

trong đó, 
11

, 10
2

c −= =  và 

( ) ( ) ( )2 2 21 1
( , ) 1 sin 2 , ( , ) 1 sin . 5.5

(1 ) (1 )
q r r r f r r r   

 
= − = −
 −  −
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Do đó, chúng ta có được 

( )
0 1

( , , ) ( , ),m mn mn

m n

u r t J r u t  
 

= =

=  

trong đó 

[ ] 0mna f =   với 0,1,...m =  và 1,2,...n =  

( )1 3

1 2 1

1 16
[ ]

(1 )
n

n n

b f
J  

=
 −

 với 1,2,...n =  

[ ] 0mnb f =  với 1m  và 1,2,...n =  

[ ] 0mna q =  với 0,1,...m =  và 1,2,...n =  

( )2 3

2 3 2

1 24
[ ]

(1 )
n

n n

b q
J  

=
 −

 với 1,2,...n =  

[ ] 0mnb q =  với 2m  và 1,2,...n =  

Từ đó, chúng tôi thu được nghiệm chính xác của bài toán ( ) ( )5.1 5.4−  tương ứng với 

dữ liệu chính xác ( ),f g như sau 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2

,1 1

1 132 2
1 1 2 1,1 1

1 2 2

2 2 , 2 2 50
2 3 2

2 2
1,1 2 1 2 2

, 22 2 0
,1 2

1 16sin
( , , )

(1 )

1 24sin 2
( ) ( )

(1 )

1 24si
( ) ( )

(1 )

n

n

n n nn

t

n n

n n

n

n

n

E c t
u r t J r

JE c T

J r t s E c t s ds
c J

E c t
T s E c T s

E c T









 

 



  

 



 
 

  


 

  








=

−

−

−
=

 −−


+ − − −  −

−
− − − −

 −−





 ( )2 5

2 3 2

n 2

n n

ds
c J



 






( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )

2 2

,1 1

1 132 2
1 1 2 1,1 1

2 2

2 2 ,1 22 2 2 5

2 2 3 2

2 2

,1 2 2 2

,1 22 2 2 52 2
2 2 3 2,1 2

1 16sin

(1 )

1 1 24sin 2
1

(1 )

1 1 24sin 2
1 . 5.6

(1 )

n

n

n n nn

n n

n n n

n

n

n n nn

E c t
J r

JE c T

J r E c t
c c J

E c t
E c T

c c JE c T















 





 


  


 

   

 


   



=

−
=

 −−


+ − −  −

−
− − −
 −−




 

Tiếp theo, chúng tôi xét cặp dữ liệu đo nhiễu ( ),f q 
 sau đây 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), 1 rand , , , 1 rand , , 5.7q r q r f r f r      = +  = + 
 

 



PHAN THỊ MINH NGA, LƯU HỒNG PHONG TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC SÀI GÒN 

65 

với rand( ) ~ (0,1)N . Từ ( )5.5  và ( )5.7 , 

dễ dàng nhận thấy rằng 

2 2
, .f f q q  −  − 

 
Từ ( )4.2  và 

chọn 
1

2
m = , chúng tôi thu được nghiệm 

chỉnh hóa của bài toán ( ) ( )5.1   5.4−  tương 

ứng với cặp dữ liệu nhiễu ( ),f q 
 được 

xác định như sau 

 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )

2 2

,1 1

1 11 3
1 2 2 1 2 12

,1 1

2 2

2 2 ,1 22 2 2 5

2 2 3 2

2 2

,1 2

1 2 2
2 2 22

,1 2

1 16(1 rand( ))sin
( , , )

(1 )

1 1 24(1 rand( ))sin 2
1

(1 )

1 1

(1 )

n

n

n n n
n

n n

n n n

n

n
n

E c t
u r t J r

J
E c T

J r E c t
c c J

E c t

c
E c T





















  
 

  
 

 
 

   



 
 



=

− + 
=

 −
+ −

 + 
+ − −  −

−
−

 −
+ −



( )( )
( )

( )2 2

,1 2 2 5

2 3 2

24sin 2
1 . 5.8n

n n

E c T
c J








 




− − 



 

Với sự hỗ trợ của các chương trình 

tính toán, chúng tôi đã thu được các kết 

quả xấp xỉ cho năm hệ số đầu tiên trong 

(5.6) và (5.8) tại một số giá trị của t . Từ 

đó, chúng tôi tiến hành tính toán sai số 

giữa nghiệm chính xác và các nghiệm 

chỉnh hóa tương ứng với các mức nhiễu 
1 2 3 4

1 2 3 410 , 10 , 10 , 10   − − − −= = = = , 

trong đó {0;0.5}.t  Bảng dưới đây trình 

bày sai số tương ứng trong các trường hợp 

nêu trên. 

Bảng 1: Ước lượng sai số giữa nghiệm chính xác và các nghiệm chỉnh hóa 

 
2

( , ) ( , , )u t u t  −    

t  1

1 10 −=  2

2 10 −=  3

3 10 −=  4

4 10 −=  

0  14.2342 10−  
13.5348 10−  

25.7586 10−  
22.3261 10−  

0.5  13.3042 10−  
11.3875 10−  

24.9050 10−  
21.6082 10−  

  

Chúng tôi trình bày các đồ thị của 

nghiệm chính xác ( , , )u r t  và các nghiệm 

chỉnh hóa ( , , ), 1...4iu r t i
  =  (Hình 1–5) 

tại 0.5t = . Cuối cùng, Hình 6 minh họa sự 

so sánh giữa nghiệm chính xác và các 

nghiệm chỉnh hóa ( , , ),iu r t
  1...4i =  tại 

0.5,r = 0.5t =  trong hệ tọa độ cực. 

  

 

 

 

 

 



SCIENTIFIC JOURNAL OF SAIGON UNIVERSITY  No. 97, Vol 01/2025 

66 

 

Hình 1: Nghiệm chính xác 

 

Hình 2: Nghiệm chỉnh hóa với 1

1 .10 −=  

 

Hình 3: Nghiệm chỉnh hóa với 2

2 .10 −=  

 

Hình 4: Nghiệm chỉnh hóa với 3

3 .10 −=  

 

Hình 5: Nghiệm chỉnh hóa với 4

4 .10 −=  

 

Hình 6: Nghiệm chính xác và các nghiệm 

chỉnh hóa tương ứng với ,i 1...4i =  trong 

trường hợp 0.5,r = 0.5t =  trong hệ tọa độ cực 
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6. Kết luận 

Trong bài báo này, bằng cách áp dụng 

phương pháp tựa giá trị biên (QBV), chúng 

tôi đã xem xét một bài toán ngược cho 

phương trình khuếch tán bậc không nguyên 

theo thời gian không thuần nhất trong hệ 

tọa độ cực, nhằm phục hồi trạng thái ban 

đầu của một quá trình khuếch tán chậm từ 

trạng thái hiện tại. Theo hiểu biết của 

chúng tôi, đây là nghiên cứu đầu tiên về 

vấn đề này. Về mặt lý thuyết, chúng tôi đã 

thu được các ước lượng sai số kiểu Hölder 

dựa trên quy tắc chọn tham số tiên nghiệm 

và các điều kiện tiên nghiệm. Hơn nữa, các 

ví dụ số cho thấy nghiệm chỉnh hóa được 

đề xuất hội tụ về nghiệm chính xác. Sau 

nghiên cứu này, chúng tôi mong muốn tiếp 

tục khảo sát các bài toán ngược cho 

phương trình khuếch tán bậc không nguyên 

theo thời gian trong hệ tọa độ trụ hoặc cầu. 
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