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TOM TAT

Trong bai bdo nay, ching t6i nghién cttu vé sut hoi tu day di cho diy phan ti ngau nhién phu
thude va nhéin gid tri trong khong gian Banach Rademacher loai p véi céc tham sé chuan héa vé
dang ham bién déi cham. Ching t6i nhan duge dinh 1f Baum-Katz cho céc phan tit ngau nhién
doc lap ¢6 ky vong khong va khéng ciing phan phdi.

Tt khéa: cdic phan ti ngdu nhién déc lip, ham bién déi cham, hoi tu ddy di, khéng gian

Banach Rademacher logi p.

ABSTRACT

In this article, we study the complete convergence for dependent random sequences taking
values in Rademacher type p Banach space with slowly varying function parameters. We receive
the Baum-Katz theorem for independent mean zero random elements without assumption of
identical distribution.

Keywords: independent random elements, slowly varying function, complete convergence, Rade

-macher type p Banach space.
1. Gi6i thiéu

Gia stt E la khong gian Banach thuc kha ly va {Y,,n > 1} 14 mot day dbi ximg
Bernoulli, nghia la, {¥;,n > 1} 1a diy bién ngau nhién doc 1ap ciing phan phdi thoa man
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P(Y,=+1)=1/2. Dt E°S=ExXxEXEx--- va

C(E)= {(UITU% ...) e E™: Z Y, v, héi tu theo xéic suit } .
n=1

Khi dé E ducce goi 1a khéng gian Rademacher logi p (1 < p < 2) néu toén tai hing sb

duong C' sao cho

o0

Z }fn Un

n=1

P oo
<C Z |lonll?, VY (vi,v2...) € C(E).

n=1

E

Theo Pisier [14, 15|, moi khong gian Banach thuc kha ly 1a khong gian Rademacher
loai p v6i 1 < p < 2 thi nd ciing 1a khong gian Rademacher loai ¢ v6i moi gia tri ¢ thoa
man 1 < ¢ < p. Moi khong gian Banach thuc va kha ly déu la khong gian Rademacher
loai 1. Moi khéng gian Hilbert va moi khong gian Banach hitu han chiéu déu la khéng
gian Rademacher loai 2. Dac biét, dudng thé&tng thyc R la khéng gian Rademacher loai 2.

Tiép theo ching t6i trinh bay khai niém day phan tit ngau nhién bi chin yéu. Day
la mot dieu kién yéu hon gid thiét diy phan ti ngau nhién ciing phan phoi.

Gia stt {X, X,,,n > 1} 1a day phan tit ngdu nhién, ta xét bat ding thic sau day

CIR(IXI> 1) < 1 S B> 1) < CR(IXI > ) (11)
=
Néu ton tai hang sé duong C; (Cs) sao cho bit ding thitc vé trai (tuong tmg, vé phai)
ctia (1.1) ding vdi moi n > 1 va ¢ > 0 thi day phan tit ngau nhién {X,,,n > 1} dudc goi
14 bi chan dudi (trén) yéu béi X. Day phan tit ngau nhién {X,,n > 1} dudc goi la bi
chdn yéu bdi X néu vita bi chian dudi yéu vita bi chin trén yéu bdi X. Luu y rang (1.1)
hién nhién ding véi X = X; va C; = C; = 1 néu {X,,.n > 1} la diy phan t& ngdu nhién
ciing phan phéi.

Ham bién d6i cham 13 khai niém quan trong trong 1y thuyét xac suit, da duge nhicu
tac gia nghién citu nhu Karamata [12, 13], Senta [16], Bingham va cac cong su [3].

Ham s6 thue L(-) dude goi la ham bién doi cham (6 vo cuc) néu né 1a ham do dugc,

khéng am trén [a, +00) v6i a > 0 va v6i mdi A > 0, ta c6

L(Az)

=1. 1.2
. L 12 1o a2 [ 2 a2 o logz
Chung ta c¢6 thé chi ra mot so vi du ve ham bien do6i cham nhu: log z, log(log z), —————,
log(log )

log,, z, (log, z)? (véi a > 0,8 € R).

Hsu va Robbins [9] da gidi thiéu khai niém hoi tu day da va chitng minh dugc day
trung binh s6 hoc ciia cac bién ngau nhién déc lap, cing phan phdi héi tu day du dén ky
vong ciia cac bién ngau nhién néu phuong sai cta céc bién ngau nhién hitu han. Chiéu
ngugc lai duge chimg minh béi Erdés [4, 5. Mot két qua quan trong mé rong dinh 1i

Hsu-Robbins-Erdés duge xuéat hién trong bai béo néi tiéng ciia Baum va Katz (chi tiét
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xem [2]). Cac tac gia da sit dung ky thudt dbi xitng héa dé thiét 1ap dinh Ii dinh gid toc
d6 hdi tu trong luat sb 16n.

Trong [11, Pinh Ii 2.1 va 2.5], tac gia da sit dung k¥ thuit chit cut dé phat trién
dinh 1i Baum-Katz cho trudng hop day phan tit ngau nhién bi chan yéu va nhén gid tri
trong khong gian Banach. Duéi day 1 hai két qua chinh trong [11].

Pinh 1f 1.1. Cho p,a la cic s6 thuc duong (1 < p < 2,1/p < a < 1) vd hing s6
B € {0;1}, {X,,,n > 1} la day phan ti ngau nhién déc lap, ki vong 0 va nhdn gid tri trén
khéng gian Rademacher loai p. Gid st rang day {X,,n > 1} bi chdn yéu bdi X. Khi dé,

hai ménh dé sau la tuong duong:

E ([|X]]"(log* | X])?) < oo; (1.3)

k

>, (log n)ﬁ
X (fm 2%

trong dé logarit dugc ldy theo co s6 2, log" x = log,(max{2, z}).

> En‘*) < oo wdimoie >0, (1.4)

Trong bai bdo nay, ching t6i théng nhat phuong phap chimg minh cac Dinh li 2.1
va 2.5 trong [11] va md rong cac két qua nay theo hudng chuan héa cdc tham sb vé dang

haum bién d6i cham. Dinh Ii sau diy 14 két qua chinh clia bai bio.

Dinh i 1.2. Cho p,a ld cdc so thuc duong (1 < p <2, 1/p < a < 1), L :|[0;+0c)

[0; +00) la ham bién déi cham khéng giam va {X,,n > 1} la day phtm ti ngau nhién
déc ldap, ky vong 0 va nhdn gid tri trén khéng gian Rademacher loai p. Gid st rang day
{X,,n > 1} bi chan yéu boi X. Khi dé, hai ménh dé sau la twong duong:

E (XYL X)) < oo; (1.5)

> L(n
> 1w (ggg 2%

n=1 n

>en ) < oo wvdi moie > 0. (1.6)

Nhan xét 1.3. Lum § rang, f(x) = 1 va g(z) = logy(max{2,z°}) trén [0; +o00) la cic
ham bién ddi cham khong gidm. Vi vy, néu dp dung Dinh 1f 1.2 véi ham L(z) = f(z) ta
thu duge Pinh 1i 1.1 cho trudng hop S = 0 va vi ham L(z) = g(z) ta thu duge Dinh 1i 1.1
cho trudng hop B = 1. Ngoai ra, khi 8 > 0 ham h(z) = (logy(max{2, 2*}))” trén [0; +00)
ciing 1a ham bién déi chadm khong giam. Do dé, tit Pinh If 1.2 véi ham L(z) = h(zx) ta 6
Dinh Ii 1.1 cung ding cho moi 3 > 0.

Vi R la mdt khong gian Rademacher loai 2 nén Pinh 1i 1.2 kéo theo hé qué dudi day.
Hé qua 1.4. Cho « ld so thuc duong théa man 1/2 < a < 1, L : [0;+00) — [0; +00) la

ham bién déi cham khéng giam. Gid sit {Xn,n > 1} la day bién ngdu nhién déc lap, ky
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vong 0 vd bi chdn yéu bdi bién ngau nhién X. Khi dé, hai phdt biéu sau la tuong duong:

E (|X|"*L(| X]"*)) < oo; (1.7)

k

> X
j=1

5 (H)P (ma}(
i 1<k<n

> Enf") < oo wvdi moice > 0. (1.8)

2. Ching minh

Trong muc nay, C' la mét hiang sb duong va gia tri ¢6 thé thay déi trong méi 1an xudt
hién, I(A) la ham chi tiéu ciua tdp hop A.

Dé chimg minh két qua chinh, ching téi sé sit dung mot sé bo dé duéi day. Bo dé
dau tién thudc vé Gan [6], chi tiét chitmg minh c6 thé tham khio trong [6, Hé qua 2.2].

Bo6 dé 2.1. Gid si {X;, X, ..., X,} la cdc phan tit ngdu nhién déc lip, ky vong 0 va

? ?

nhdn gid tri trong khong gian Rademacher logi p (1 < p < 2). Khi dé, vdi moi q > p thi

k

X

E | max
1<k<n P

q n n q/p
) <C|YEIX+ (ZEIX;;II’*)
j=1

j=1 =

trong dé C la hdng sé khéng phu thudc vdo n.
B6 dé sau duge suy ra truc tiép tit [7, B6 dé 2.1].

Bo dé 2.2. Gid sit o, 8 la cdc s6 thue duong va {X,,n > 1} la day phan ti ngau nhién
bi chdn trén yéu boi X. Khi dé, vdi moin > 1 ta cé

() SSEIXLX ) > n)l < Culk (IXIPL(IX] > n%));

j=1
(i) 3B [ XI(1X] < n*)|® < CnE (| X[PL(IX]| < n%)) + Cn® 1P (|| X| > n®).
=1
B6 dé sau 13 mét hé qua ciia dinh 1i Karamata (xem [3, Dinh If 1.5.11]) va ching ta
c6 thé tim thay né trong [8, Bo dé 7.3] va [1, B6 dé 2.5].

B6 dé 2.3. Gid st L(-) la ham bién doi cham. Khi do

(i) Cyn™ L (n) <Y j"L(j) < Con™ ' L(n) vdir > —1;

=1

(i) Cyn™ L (n) <YL (j) < Can’™' L (n) vdir < —1.

Jj=n

Bo6 dé 2.4. Gid st o,y la cde s6 thue (o > 0,7 > 0), L : [0;4+00) — [0;+00) ld him
bién doi cham khéng giam va X la phan ti ngdu nhién théa man (1.5). Khi dé

0 > e (IxXL(lx] > n7)) < o0 néuay < 1;

n=1
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(i) 3> 2B (XL (X)) < 7)) < 0 néu ay > 1.

n=1

Chitng minh. (i). Ap dung Bé dé 2.3 ta c6
- (
Y o E(XIT(IX] > n®)
n=1 n®

_Zn-me ZE [XIPI(R* < X < (R +1)%))

n=1 k=n

= LRI < X < (k4 11 )3 AL )

n=1

< CZ K= TLL(R)E (| XIPIR < X < (K + 1))

< O Y E (X7 LX) XLk < X < (k + 1))
k=1

= CE (JIX|["*L(I X [Y*)I(|X]| > 1)) < oo.

(i1). D& thay rang, véi moi sé nguyén k > 2 ta ¢6 k — 1 > k/2. Hon nita, tit (1.2) ta c6
k]ilil L(k)/L (k/2) =1 nén day sb {L(k)/L (k/2),k > 1} bi chan. Do d6

L(k) L(k)
L(k—1) = L(k/2)

< Csuyra L(k) < CL(k—1),

trong d6 C' 1a hing s6 khong phu thudc vio k. Ap dung Bé dé 2.3 ta c6

> S (T < )

= 307 S B(IXIPI(k - 17 < X < k)
= S E(IXIPI(k = 1)° < X < k) 3w~ L)
<c i Fr LRE (IXIPI((k - 1)* < [|X]| < 5)

IA

+ C’Z k= L(k = DE (| XI((k — 1) < | X]] < k)
k=2

sC+ CZIE (IX P/ D LX )X Ik = ) < (| X]] < &)
k=2

= C'+CE (| X[YL( X[ X]| > 1)) < oo.
B6 dé dugc chimg minh. 0

Bo6 dé 2.5. Cho p.a la cic s6 thuc duong (1 < p < 2, a < 1) va {X,,n>1} la
day phan ti ngau nhién kij vong 0 nhan gid tri trén khéng gian Rademacher loai p.
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L : [0;+00) = [0;+00) la ham bién doi chim khéng giam va ton tai gid tri o sao cho
L(zo) > 0. Gid sit rang day {X,,n > 1} bi chan trén yéu bdi X va théa man (1.5). Khi
do

1

— Imnmax

o na — 0 khin — oo.
n =R=n

k
E> LX< n®)
J=1

Chatng minh. Trude tién, ta sé chimg minh (1.5) kéo theo

E (|| X["*) < o0. (2.1)
Théat vay, L(xz) > L(zg) = 6 > 0 v6i moi x > xy. Khi dé
E(IXI") = [ Ix|eae+ [ x)Vedp
(L(1x[[2/=)<d) (LIX[212)28)
< [ e+ [ CIXILOX|V)dP
(LX) >)<5) (L(IX[12/=)25)

< O+ CE (|IX[[*L(|X[V*)) < oc.
Tu gia thiét EX,, = 0 va Bé dé 2.2 ta ¢6

1

— 11ax
n% 1<k<n

1 ™"
< = 2 EUIXGILAIXG] > 7))

=1

k
EY " XGI(IX;) < n)
ji=1

%) < CE (| X[V°1(|X|[V* > n)).
Hon nita, tit (2.1) va dinh Ii Lebesgue vé su hoi tu va bi chan ta c6
E (IIXIII/“II(I\XH”" > ﬂ)) — 0.
Do dé bo dé duge chimg minh. O

B6 dé 2.6. Gid sit o, p la cic 56 thuc duong (1 < p < 2) va {X,,n > 1} la day phan ti
ngau nhién doc lip. Pat Ay, = (|| Xi|| > n®),1 <k <n. Khi do

P

n

E|Y (I(Ay) — P(A))

k=1

<CYP(AY).

k=1

Chitng minh. Dat Y, = [(Ay) — P(Ag). Khi d6 {Y;.1 < k < n} 1a cdc bién ngau nhién
doc lap, kv vong 0. Ap dung Bo dé 2.1 cho g = p, cdc bat ding thic C,, Jensen ta co

p k p n
< 1| < »
_Etgégﬂ)_cémn

— Y E[I(A) - EQ(A))P < C 3 E (AP + [EQA))P)

k=1 k=1

n

Y ([(Ax) — P(Ax))

k=1

E

<CZIE] (A) + E[I(A) |P)_CZ]P> AL

14
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B dé dugce chimg minh. |

B6 dé 2.7. [10] Gid si rang tap hop cdc bién c6 {A,1 < k < n} théa man

i p

> (I(Ax) — P(Ap))

k=1

<6 P(Ax) vdip>1.
k=1

(1 —P (A.Ql Ak)) v Z P(A;) < gY/e-Dp (U Ak)

k=1 k=1

E

Khi do

B6 dé 2.8. Cho a,f ld cdc sé thuc dwong, X la phan tit ngdu nhién va L : [0; 4+00) —
[0; +oc) lda ham bién déi cham khéng giam. Khi do, néu

Zn“ﬁ'lL )P (|| X > n®) < o0

n=1
thi
E (| X[PL(| X)) < ox.

Chaing minh. Tit nhimg lap ludn nhi trong phan chimg minh B3 dé 2.4, ta c6 L(k+1) <
CL(k) v6i moi k > 1. Do d6, theo Bé dé 2.3,
E (IXIPLAIX %) = E (IXIPLAX 7)) LX)V < 1)

£ 3B (IXIPLOXI (k < X177 < k4 1))
k=1

<C+ i]E ((k+1)* Lk + DI (k < [|X]['V* < k+1))
k=1
<C+ C’iE (K*PL(R)T (k < || X[V < k+1))

<C+ CZ Z nIL(n)P (k < | X||/* <k +1)

k=1n=1

<C+CZI1°‘S 1L(n) ZIP(A,< X[ < k+1)

n=1 k=n

—C'—I-CZn”“g'lL P (|| X]| > n%) < oo.

n=1

B6 dé duge chiing minh. |

Chitng minh Pinh I 1.2. Nhan thiy, néu L(z) = 0 v6i moi = € [0;+00) thi dinh li
hién nhién ding. Ta can chimg minh véi trudng hop ton tai zo dé L(zo) > 0.
Véin>1val<k<ntadat

n k
Xnk - Xk]I(”Xk” S nu) 3 Sn - ZXJ, Snk - Z X‘n.j-

15
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Khi d6, v6i moi € > 0 dé thiy

(max 15l > en®) © U (1l > n2) U (max 1.l > en®).

k=1

Tit d6, voi n di 16n 4p dung Bo dé 2.5 ta ¢6

]P’(ma.x || Sk|| > en ) < Z]P | Xk|| > n® —|—]P’(max | Suk|| > en )

1<k< 1<k<

T 1 1
< SO P(IXl > ) + P (- max Sl - - max [ESul > )
k=1

& 1<k<n ne 1<k<n

< Y P(IXe] > n® +]P’(max 1Sk — ES,il| > ﬂ)

k=1 2
< CnP(|X|| > n®) + P 1Sk — ESuel| > 2
< CnP( >n®) + (1%?‘5’2 nk — ESnk >7).
Suy ra
L
ﬂ (max | Sk|| > en )
n 1<k< (2 2)
< CLMP(|X]| > n?) + ZWp 1Sk — Sl > &5 |
)P ( > n) + " (11;1}?; nk — Lonk|| > 5 )

Ap dung bat dé&mg thitc Markov, B dé 2.1, bét déoing thitc C,, bat déﬂg thitc Jensen va
B dé 2.2

1<k<

P
]P(max |Suk — ES,i|| > %) < Cn™*PE (max | Spk — ]ES”k||)

S Cn—up Z E "Xnk - EXnk”p S Cn—r_tp Z E (”Xnk”p + ||]EXnka)
k=1 k=1

< On™ Y E (| Xukl” + E Xue[[”) = Cn™ Y B || Xk ||
k=1 k=1

< C (BB (IXIPLIX] < 7)) + 0P (1X] > 1))

Diéu nay cling véi (2.2) va B6 dé 2.4 ta duoc

i%n) (max |Sk]| > en )

—1 1<k<
ﬂ
<CY LP(|X] >n® +CZ E ([ XPL(IX]| < n®)) < o0.
n=1 n=1

Nhu vay (1.6) dung.
Tiép theo ta gia sit rang (1.6) duge théa man. Khi dé, ap dung bat ding thitc
max 12X < 2 max ||5' | v6i moi n > 1, ta duge
=1%=

= L
> ﬂ (ma}c 1X]| > en ) < 00, ¥e > 0. (2.4)
n=1 " 1s5<

16
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Dé thay, véi moi k € N* va n 1a sb tif nhién théa méan 2F <n < 281 ta ¢

ko _ -, o =
(121%}( | X1 > e(2%)« ) C (1[2?;; 1] > e27%n ) (2.5)

Mit khéc, ton tai hiang s6 C' sao cho CL(n) > CL(x) > 1 v6i moi n > [z] + 1. Tit do,
diéu nay két hop véi (2.4) va (2.5) ta dudc

ip(m 111 > (2" )

oo 2kt1_1 1
<2 > —]P’(max | X;] > e27n "‘)

1<j<
k=1 pn=2k

<CZ P(g}gaggIIX | >e27 )

n=

<c+C Y %R)P(max IX;]| > e272n )

“_[IU]‘H ==
(max | X;]| >e27 ”‘) < 0.
nel 1<5<
Suy ra
P ( max_ [|X;| > g(2%)~ ) — 0 khi £ — oo v6i moi € > 0. (2.6)
1<j<2

Lai c¢6, v6i moi m € N* thi

Qm
U (max | X;] > n ) C ( max || X;| > 2_“(27")“).
n—gm—1 1<3< 1<j<2m

Khi d6, tir (2.6) ta c6

IE"(ma.x | X > n® )—>Okhi n — 00. (2.7)

1<;<

Tir cic B dé 2.6, 2.7 va (2.7) ton tai s& tu nhién ng sao cho

Y P(|X;|| >n*) <CP (max | X5 > n ) VOl moi n > nyp. (2.8)

1<j<n

17
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Két hop (1.1), (2.4) va (2.8) ta duge

3 LB (|X] > n)

n=1
np 00
=Y LP (X[ >n*)+ > L(n)P(|X] > n%)
n=1 n=np+1
<Ct+C Y 'L ZP (1% > n°)
n=np+1

<C+C Y L )P(lxga<x||X||>n)
n=np+1
<C+CZn'an)]P’(max||X||>n)<oo.

1<j<n
n=1

Do d6, tit B6 dé 2.8 ta ¢ (1.5) ding. Dinh Ii duge chiing minh. Ol
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